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For any irrational x # [0, 1] we denote by pn(x)qn(x), n=1, 2, ... the sequence of
its continued fraction convergents and define %n(x) :=qn |qnx&pn |. Also let
T: [0, 1]  [0, 1] be defined by T(0)=0 and T(x)=1x&[1x] if x{0. For some
random variables X1 , X2 , ..., which are connected with the regular continued frac-
tion expansion, the subadditive ergodic theorem yields to the existence of a function
| satisfying: for all z # R,
lim
n  +
1
n
>[1inXi (z)z]=|(z) for almost every x.
In particular, for Xn=%n , using this study and a result of Knuth, we give another
proof of the following conjecture of Lenstra (the first proof of this conjecture has
been given by Bosma, Jager, and Wiedijk): for all z # [0, 1],
lim
n  +
1
n
>[1in%i (x)z]={
1
log(2)
z
1
log(2)
(&z+log(2z)+1)
if 0z
1
2
if
1
2
<z1
for almost every x. Furthermore, for Xn=%n b T n and Xn=(qn&1 qn) b T n, the func-
tions | are explicitly determined. The above results show that the subadditive ergodic
theorem can be useful in the metric theory of continued fraction.  1997 Academic Press
1. INTRODUCTION
Pour x # (0, 1)$ :=[0, 1]"Q, le de veloppement en fraction continue
re gulie re de x sera note par x=[0; a1(x), a2(x), ..., an(x), ...] et la suite des
convergents correspondants par ( pn(x)qn(x))n1. Afin d’e tudier plus
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pre cise ment l’approximation de x par ses convergents on de finit la suite
(%n(x))n1 par
}x&pn(x)qn(x) }=
%n(x)
qn(x)2
et donc
%n(x)=qn(x) |xqn(x)&pn(x)|.
Il est bien connu que le de veloppement en fraction continue re gulie re d’un
re el x est relie a la transformation de Gauss T de finie par:
T(0)=0 et \x # ]0, 1] T(x)=
1
x
&_1x& .
L’ope rateur T pre serve une unique mesure de probabilite & (appele e mesure
de Gauss) sur [0, 1] qui est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue (que nous noterons m). La mesure & est de finie pour tout
bore lien A de [0, 1] par
&(A)=
1
log(2) |A
dx
1+x
et nous rappelons que le syste me dynamique ([0, 1], T, &) est fortement
me langeant.
D’autre part, il est aise d’e tablir la relation (voir [2], p. 42 ou [6], p. 29
(11))
%n(x)=\ 1T n(x)+
qn&1(x)
qn(x) +
&1
(1.1)
qui va jouer un ro^le important pour la suite.
H. W. Lenstra a conjecture que pour tout z # [0, 1] on a, pour presque
tout x # [0, 1]:
lim
n  +
1
n
>[1in%i (x)z]=F(z) (1.2)
ou F: [0, 1]  [0, 1] est de finie par:
F(z)={
1
log(2)
z
1
log(2)
(&z+log(2z)+1)
si 0z
1
2
si
1
2
<z1.
(1.3)
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D. Knuth montre dans [5] que pour tout z # [0, 1]:
lim
n  +
m([x # [0, 1]%n(x)z])=F(z). (1.4)
En fait, Knuth obtient le re sultat plus fort suivant:
m([x # [0, 1]%n(x)z])=F(z)+O( gn), (1.5)
ou g=(- 5&1)2. Conse cutivement, W. Bosma, H. Jager, and F. Wiedijk
(en abre ge (BJW)) prouvent (1.2) dans [3]. La de monstration donne e par
(BJW) est inde pendante du re sultat (1.5) de Knuth et utilise de manie re
essentielle les proprie te s ergodiques de l’extension naturelle W (conside re e
par Nakada dans [8]) de l’ope rateur T, W e tant de finie pour tout
(x, y) # M :=(0, 1)$_[0, 1] par:
W(x, y)=\T(x), 1a1(x)+ y+ ,
avec a1(x)=[1x]. W pre serve la mesure + de finie pour tout bore lien A de
M par:
+(A)=
1
log(2) ||A
dx dy
(1+xy)2
de plus le syste me (M, +, W ) est ergodique (voir [8]). Notons que la
technique utilise e dans [3] pour de montrer la conjecture (1.2) permet en
fait d’obtenir le re sultat ge ne ral suivant:
pour tout z # [0, 1] on a, pour presque tout x # [0, 1]:
lim
n  +
1
n
>[1in b W i(x, 0)z]=+(h&1(]&, z])) (1.6)
ou h est une fonction continue sur [0, 1]_[0, 1].
Notamment, (BJW) appliquent (1.6) pour h(x, y)=xy. On obtient dans
ce cas (voir [3], p. 288)
rn(x) :=h b W n(x, 0)=
}x&pn(x)qn(x) }
}x&pn&1(x)qn&1(x) }
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et
+(h&1]&, z])=
1
log(2) \log(1+z)&
z
1+z
log(z)+, 0z1.
Plus re cemment, D. Barbolosi et C. Faivre dans [1] (Section 2, The o. 1)
ont montre le re sultat de type ‘‘portmanteau’’ suivant:
(1.7) The ore me. Quelle que soit P mesure de probabilite sur [0, 1],
absolument continue par rapport a m, et quel que soit A bore lien de
(0, 1)$_[0, 1] tel que +(A)=0 (A de signant la frontie re usuelle de A)
on a:
lim
n  +
P([u # (0, 1)$W n(u, v) # A])=+(A)
uniforme ment en v # [0, 1].
On constate que, pour P = m, v = 0, A = [(x, y) # 0_[0, 1]]
(1x+y)&1z], ce the ore me redonne en particulier le re sultat (1.4) de
Knuth. Remarquons que la preuve de (1.5) donne e par Knuth dans [5]
n’utilise par les proprie te s d’ergodicite de W.
(Dernie rement, C. Kraaikamp et K. Dajani ont ge ne ralise dans [7] le
re sultat (1.5) de Knuth pour une certaine classe de variables ale atoires,
contenant notamment la variable ale atoire rn(x)).
2. LES RE SULTATS PRINCIPAUX
(2.1) De finition. Soit E/R, J un intervalle de R et . une fonction de
E_J  R. On dira que . est une application croissante (resp. de croissante)
par rapport a la deuxie me variable si, pour tout x # E on a:
\( y1 , y2) # I 2y1< y2 O .(x, y1).(x, y2) (resp. .(x, y1).(x, y2).
Dans cet article nous montrons que pour certaines suites de variables
ale atoires X1 , X2 , ..., l’utilisation du the ore me ergodique sous-additif peut
permettre d’e tablir des re sultats du type suivants:
Il existe une fonction | telle que pour tout z # R on ait:
lim
n  +
1
n
>[1inXi (x)z]=|(z) (2.2)
pour presque tout x.
Plus pre cise ment nous prouvons le re sultat:
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(2.3) Proposition. Soit .: [0, 1]_[0, 1]  R une application
mesurable, monotone par rapport a la deuxie me variable. Pour tout z # R et
pour tout x # (0, 1)$ posons:
Hn(x, z) :={1in. \T i(x), qi&1(x)qi (x) +z= . (2.4)
Alors il existe une application croissante H. : R  [0, 1] telle que: Pour tout
z # R
lim
n  +
1
n
>Hn(x, z)=H.(z)
pour presque tout x # [0, 1].
En particulier, cette e tude applique e au cas Xn=%n , nous donne, via le
re sultat (1.4) de Knuth, une autre preuve de la conjecture (1.2) de Lenstra.
On remarquera que cette de monstration ne ne cessite pas l’utilisation des
proprie te s ergodiques de W.
Enfin nous e tablissons les re sultats suivants:
(2.5) Proposition. Soit .: [0, 1]_[0, 1]  R une application
mesurable, monotone par rapport a la deuxie me variable. Pour tout z # R
pour tout x # (0, 1)$ posons,
Kn(x, z) :={1in. \T 2i(x), qi&1(T
i(x))
qi (T i(x)) +z= .
Alors il existe une application croissante K. : R  [0, 1] telle que: Pour tout
z # R
lim
n  +
1
n
>Kn(x, z)=K.(z)
pour presque tout x # [0, 1].
La Proposition (2.5) permet alors d’e tablir les deux propositions
suivantes:
(2.6) Proposition. Soit
Ln(x, z) :=[1in%i (T i(x))z]
={1in<\ 1T 2i (x)+[a2i (x), a2i&1(x), ..., ai+1(x)]+
&1
z= .
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Alors, pour tout z # [0, 1] on a, pour presque tout x # [0, 1]:
lim
n  +
1
n
>Ln(z)=F(z),
F e tant la fonction de finie en (1.3).
(2.7) Proposition. Pour tout z # [0, 1],
lim
n  +
1
n
>[1in[a2i (x), a2i&1(x), ..., ai+1(x)]z]=R(z),
pour presque tout x # [0, 1]. Ici, R(z) de signe la fonction de re partition de
Gauss de finie par R(z)=(1log(2)) log(1+z).
Ces proble mes sont inte ressants car on observera que, la preuve du
re sultat (2.2) pour les variables ale atoires Xn=%n b T n et Xn=(qn&1qn) b
T n, ne peut pas e^tre obtenue avec la technique utilise e dans [3] par (BJW).
Par contre, ce re sultat s’obtiendra a nouveau par utilisation du the ore me
sous-additif de Kingman (voir Section 4).
3. PREUVE DE LA PROPOSITION (2.3)
Soit X1 , X2 , ..., une suite de variables ale atoires de finies sur un espace de
probabilite (0, B, P). On de finit pour tout n1, Kn(x, z) :=
(1n) >[1inXi (x)z] et Gn(z) :=P(Xnz). On a alors la
(3.1) Proposition. Si Kn(x, z) converge pour P-presque tout x vers K(z)
et si Gn(z) converge vers G(z) lorsque n  +, alors K(z)=G(z).
La de monstration de cette proposition est une simple application du
the ore me de la convergence domine e (voir [1], Section 1). Remarquons
que cette proposition e tait de ja e tablie dans [3] dans le cas particulier ou
Xn=%n .
Ainsi pour prouver la conjecture (1.2) de Lenstra, compte tenu de la
Proposition (3.1) et du re sultat (1.4) de Knuth, il suffit de montrer qu’il
existe une fonction | telle que pour tout z # [0, 1], la suite Fn(x, z) :=
(1n) >[1in%i (x)z] converge pour presque tout x # [0, 1] vers
|(z). Ce re sultat de coule imme diatement de la Proposition (2.3) apre s
avoir remarque que, d’apre s la relation (1.1), %n(x)=.(T i(x), qi&1(x)
qi (x)), avec .(u, v)=u(1+uv) qui est manifestement de croissante par
rapport a v. D’apre s (3.1) et (1.4) |(z)=F(z).
Rappelons maintenant le
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(3.2) The ore me sous-additif de Kingman ([4], ou [9], p. 231). Soit
(X, B, P) un espace de probabilite et S: X  X qui pre serve la mesure P. Soit
( fn)n1 une suite de fonctions mesurables fn : X  R _ [&] satisfaisant
aux conditions:
(a) f+1 # L
1(P)
(b) pour tous les entiers k, n1 fn+k fn+ fk b S n ( p.s).
Alors il existe une fonction mesurable f : X  R _ [&] telle que
f+ # L1(P), f b S= f ( p.s), lim
n  +
1
n
fn= f ( p.s).
Remarquons que si de plus S est ergodique, alors f est constante presque
partout.
(3.3) De monstration de la proposition (2.3). Nous supposerons .
croissante par rapport a la deuxie me variable. Soit z # ]0, 1].
(a) Posons, pour tout x # (0, 1)$,
An(x) :={1i2n<(i # 2N) et . \T i(x), qi&1(x)qi (x) +z=
et fn(x)=>An(x). Nous allons montrer que pour tous les entiers n, k1
on a
fn+k(x) fn(x)+ fk(T 2n(x)) (3.4)
Conside rons i # An+k(x),
 soit 1i2n, donc i # An(x)
 soit 2n+1i2n+2k. Dans ces conditions, il existe j ve rifiant:
i=2n+ j, j pair, 2 j2k.
Or, nous avons .(T i(x), qi&1(x)qi (x))z. D’autre part, il est bien connu
que
qi&1(x)
qi (x)
=[0; ai (x), ai&1(x), ..., a1(x)]
et que, j e tant pair, on a
[0; a2n+ j (x), a2n+ j&1(x), ..., a2n+1(x)]
<[0; a2n+ j (x), a2n+ j&1(x), ..., a1(x)].
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On en de duit (par croissance de .) que
.(T 2n+ j(x), [0; a2n+ j (x), a2n+ j&1(x), ..., a2n+1(x)])z,
c’est a dire .(T j(T 2n(x)), qj&1(T 2n(x))qj (T 2n(x)))z et donc j # Ak(T 2n(x)).
En re sume , chaque fois qu’il existe i # An+k(x), il y a deux possibilite s: soit
i # An(x), soit il existe j # Ak(T 2n(x)).
On en conclut que >An+k(x)>An(x)+>Ak(T 2n(x)), ce qui prouve la
relation (3.4). En posant S :=T 2=T b T, la relation (3.4) s’e crit encore
fn+k(x) fn(x)+ fk(S n(x)). (3.5)
L’ope rateur T e tant fortement me langeant, il est connu que T 2 :=S est
ergodique. Les fn sont 0, inte grables et ve rifient (3.5). Ceci permet d’affir-
mer, d’apre s le The ore me (3.2), qu’il existe une fonction mesurable f (ne
de pendant que de z) telle que la suite de finie par (1n) fn , converge pour
presque tout x vers f (z). On de duit alors que la suite (H (1)n (x, z))n1 ,
de finie par:
H (1)n (x, z) :=
1
n
> {1in<(i # 2N) et . \T i(x), qi&1(x)qi (x) +z=
converge pour presque tout x vers 12 f (z) (on remarquera que H
(1)
2n et
H (1)2n+1 convergent vers
1
2 f (z)).
(b) Posons maintenant
Bn(x) :={1i2n<(i # 2N+1) et . \T i(x), qi&1(x)qi (x) +>z=
et gn(x)=>Bn(x). Comme au (a), nous allons montrer que pour tous les
entiers n, k1 on a
gn+k(x)gn(x)+gk(T 2n(x)) (3.6)
Conside rons i # Bn+k(x),
 soit 1i2n, donc i # Bn(x)
 soit 2n+1i2n+2k. Dans ces conditions il existe j ve rifiant:
i=2n+ j, j impair, 1 j2k.
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Or, nous avons .(T i(x), qi&1(x)qi (x))>z. D’autre part, j e tant impair, on
a cette fois
[0; a2n+ j (x), a2n+ j&1(x), ..., a2n+1(x)]
>[0; a2n+ j (x), a2n+ j&1(x), ..., a1(x)].
On en de duit (par croissance de .) que
.(T 2n+ j(x), [0; a2n+ j (x), a2n+ j&1(x), ..., a2n+1(x)])>z
c’est a dire .(T j(T 2n(x)), qj&1(T 2n(x))qj (T 2n(x)))>z et donc j # Bk(T 2n(x)).
On en de duit, comme au (a), que (3.6) est ve rifie e, et par un raisonnement
identique a celui fait au (a), on conclut qu’il existe une fonction mesurable
g, telle que la suite (En(x, z))n1 de finie par: En(x, z)=(1n) >[1in
(i # 2N+1) et .(T i(x), qi&1(x)qi (x)>z)], converge pour presque tout x
vers g(z). Il s’ensuit que
H (2)n (x, z) :=
1
n
> {1in<(i # 2N+1) et . \T i(x), qi&1(x)qi (x) +z=
=1&En(x, z)
converge pour presque tout x vers 1&g(z). En remarquant alors que
1
n
>Hn(x, z)=H (1)n (x, z)+H
(2)
n (x, z)
on de duit l’existence de H. (=12 f +1&g).
Remarquons maintenant, que si nous remplac ons  par < dans la rela-
tion (2.4) de la Proposition (2.3), le raisonnement pre ce dent est encore
valable. Ainsi pour de montrer la Proposition (2.3), dans le cas ou . est
de croissante par rapport a la seconde variable, il suffit d’utiliser la remar-
que pre ce dente en changeant . en &.. K
Les corollaires suivants sont alors des applications imme diates de la
Proposition (2.3).
(3.7) Corollaire. Soit (rn(x))n la suite de finie dans la Section 1. Il
existe une fonction croissante Q, telle que pour tout z # [0, 1], la suite
Qn(x, z) :=(1n) >[1inri (x)z] converge pour presque tout x # [0, 1]
vers Q(z).
De monstration. On remarque que rn(x)=.(T i(x), qi&1(x)qi (x)), avec
.(u, v)=uv (voir [2]).
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(3.8) Corollaire. Pour tout z # [0, 1], Rn(x, z) :=(1n) >[1in
qi&1(x)qi (x)z] converge pour presque tout x # [0, 1] vers R(z), R e tant
la fonction de re partition de Gauss (voir (2.7)).
4. PREUVE DES PROPOSITIONS (2.5), (2.6) ET (2.7)
(4.1) De monstration de la proposition (2.5). Nous laissons les de tails de
la de monstration au lecteur. Le principe e tant le me^me que celui qui est
utilise dans la de monstration de la Proposition (2.3), a ceci pre s: on intro-
duit l’ensemble
Un(x) :={1i2n<(i # 2N) et . \T 2i(x), qi&1(T
i(x))
qi (T i(x)) +z=
et on pose un(x)=>Un(x). On montre ensuite que, pour tous les entiers
n, k1 on a:
un+kun+uk b S n
avec cette fois S :=T 4 (qui est aussi ergodique, pour les me^mes raisons qui
font que T 2 est ergodique). K
(4.2) De monstration de la proposition (2.6). Commenc ons par e tablir la:
(4.3) Proposition. Pour tout z # [0, 1] on a:
lim
n  +
&([x # [0, 1]%n(T n(x))z])=F(z).
De monstration. L’ope rateur T de Gauss pre servant la mesure de Gauss
&, on a:
&([x # [0, 1]%n(T n(x))z])=&([x # [0, 1]%n(x)z]).
D’autre part, d’apre s la relation (1.1) on a:
%n(x)z  W n(x, 0) # A
ou A=h&1(]&, z]) et h(u, v)=u(1+uv). Le re sultat s’obtient alors
imme diatement par application du The ore me (1.7). K
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Pour de montrer la Proposition (2.6), compte tenu de la Proposition
(3.1) et de la Proposition (4.3), il reste a montrer qu’il existe une fonction
| telle que, pour tout z # [0, 1]:
lim
n  +
1
n
>Ln(x, z)=|(z)
pour presque tout x de [0, 1]. Ceci de coule imme diatement de la Proposi-
tion (2.5) avec .(u, v)=u(1+uv). K
(4.5) De monstration de la proposition (2.7). Remarquons simplement
que
[a2i (x), a2i&1(x), ..., ai+1(x)]=. \T 2i(x), qi&1(T
i(x))
qi (T i(x)) +
avec .(u, v)=v. Le raisonnement est alors analogue a celui fait pour la
Proposition (2.6), et nous ne le de taillerons donc pas. K
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